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This study aims to develop a tool that calculates the optimal preventive maintenance interval
when the income from the operation of an asset changes. The income can be modified by
market disturbances or by the decrease in the efficiency of the asset due to its degradation.
A system with four states is designed to model the operation and maintenance process:
@ A Sanchez-Herguedas, F operational, corrective, preventive, and degraded operation is mathematically modeled. The
system evolves over time, according to a semi-Markovian process. The transitions and sojourn
times between each state produce the accumulation of costs and income as returns (negative
or positive) in a variable called average accumulated return. The average accumulated
return is defined by a system of difference equations that are solved by applying the z-
transform. The solution is a function that is dependent on the preventive interval. By derivation,
the mathematical expression of the optimal preventive interval that maximizes the average
accumulated return is obtained. From this expression, it can be deduced that the size of the
optimal preventive interval is directly affected by the income from the asset operation. Higher
income increases the size and lower income decreases it. For this reason, the maintenance
manager must observe the changesoccuring in the income from the use of his equipment in
order to optimize his management economically.

Keywords: preventive interval, income, semi-Markovian model, Wiener process.

Se presenta una herramienta que calcula el intervalo de mantenimiento preventivo éptimo,
cuando se modifica el ingreso obtenido por el funcionamiento de un activo. El ingreso se
puede modificar por alteraciones del mercado, o por la disminucién de la eficiencia del
activo debido a su degradacién. Para reflejar el proceso de operacidon y mantenimiento se
modela matematicamente un sistema con cuatro estados: operativo, correctivo, preventivo y
operativo degradado. El sistema evoluciona en el tiempo, segln un proceso semi-markoviano.
Las transiciones y los tiempos de permanencia entre cada estado provocan la acumulacién
de costes e ingresos como retornos (negativos o positivos) en una variable llamada retorno
medio acumulado. El retorno medio acumulado se define por un sistema de ecuaciones
en diferencias que se resuelve aplicando la transformada z. La solucion es una funcion
que depende del intervalo preventivo y de la que por derivacion se obtiene la expresion
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matemadtica del intervalo preventivo éptimo que maximiza el retorno medio acumulado. De
esta expresiéon se deduce que el ingreso por el uso de un activo afecta directamente al
tamafio del intervalo preventivo éptimo. Un mayor ingreso aumenta el tamafio y un menor
ingreso lo disminuye. Por este motivo, el responsable de mantenimiento debe observar las
modificaciones que se producen en los ingresos por el uso de sus equipos, con objeto de
optimizar econémicamente su gestion.

Palabras Clave: Intervalo preventivo, Ingresos, Modelo Semi-markoviano, Estado-degradado.

1. Introduccioén

Realizar tareas de mantenimiento preventivo predeterminado sobre un activo fisico
requieren hacer un estudio para establecer el intervalo de mantenimiento preventivo
6ptimo. Habitualmente este estudio no lo realiza el propietario del activo que opta
por seguir el plan de mantenimiento del fabricante. El plan ha sido disefiado para las
condiciones de uso y mantenimiento fijadas por el fabricante, pero el propietario va
a usar el activo justo en sus condiciones, ya que debe cubrir sus necesidades (1). El
gestor de mantenimiento debe adaptarse a sus condiciones, por lo que debe optimizar
el intervalo preventivo. En su célculo deben considerarse el desgaste del activo, los
costes de las intervenciones de mantenimiento (preventivos y correctivos) y el ingreso
que genera su uso (2). Estas variables determinan el tamafio del intervalo.

En este documento se proporciona una férmula para calcular la duracién del intervalo
preventivo 6ptimo. Para su desarrollo se ha modelado matematicamente el proceso de
operaciéon y mantenimiento del activo. El modelo consta de cuatro estados, operativo,
correctivo, preventivo y operativo degradado. El activo puede encontrarse en cualquier
instante en cualquiera de ellos. A partir del instante inicial el modelo evoluciona en el
tiempo, siguiendo un proceso semi-markoviano con una cadena de Markov embebida
(3). El proceso evoluciona produciéndose transiciones entre los estados. Las proba-
bilidades de cada transicién siguen la ley propuesta por la cadena de Markov. En
cada transicién el sistema acumula costes o ingresos que son sumados como retornos
(negativos o positivos). Los ingresos del estado degradado difieren de los del estado
operativo. El objetivo es encontrar el tamafio del intervalo preventivo que maximice los
retornos acumulados.

Durante el proceso de modelado se han definido las probabilidades de transicién,
los tiempos de permanencia y los retornos de cada estado. Esto permite el célculo
del retorno medio acumulado en cada transicién que se expresa mediante un sis-
tema de ecuaciones en diferencias. Utilizando la transformada z se deduce la primera

componente (la que parte del estado operativo). Durante su resolucién se ha tenido
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que optar por dos tipos de soluciones, una para raices reales y otra para complejas.
Posteriormente se maximiza por derivacion, alcanzando la expresién matematica del
intervalo preventivo 6ptimo 7, que maximiza el retorno medio acumulado. Como el
proceso evoluciona mediante transiciones es posible encontrar el intervalo preventivo

6ptimo en cada transicion, o sea para cualquier horizonte temporal.

Para explicar la aplicacién de esta herramienta, se ha tratado un caso préctico. Debido
a la ocurrencia de un evento en el motor de un camién de mineria, el ingreso por el
tiempo de uso del camién se ve reducido, ya que el rendimiento de su motor se ve
afectado. El caso se observa cémo se ve afectado el intervalo preventivo éptimo cuando

se modifica del ingreso y en el momento en que se modifica.

El resto del documento estd organizado de la siguiente manera. La Seccién 1.1
contiene un resumen de la literatura sobre los aspectos tratados en el articulo. La
Seccién 2 explica el método seguido. En la Seccién 2.1 se expone el caso de estudio
y los datos a utilizar para su resolucién. En la Seccién 2.2 se disefia el modelo semi-
markoviano con cuatro estados. Primero se formula el sistema de cuatro ecuaciones
en diferencia para el retorno medio acumulado. Luego se calculan los tiempos de
permanencia y las probabilidades de transicién entre estados y los retornos de cada
estado. En la Seccién 2.3 se calcula el retorno medio acumulado para los casos de
raices reales y complejas. En la Seccidén 2.4 se expone el proceso de optimizacién
del retorno medio acumulado y el calculo de la expresién matemaética para el intervalo
preventivo 6ptimo. En la Seccion 3 se analizan y presentan los resultados obtenidos. En
la Seccién 4 se hace una discusién de los resultados y se comparan con los obtenidos
con la formula del intervalo preventivo del modelo de tres estados sin degradacién y
con un modelo estocastico de simulacién en tiempo continuo (Simulacién Monte Carlo).

Finalmente, la Seccién 5 se dedica a la presentacion de las conclusiones del trabajo.

14. Revision de la literatura

Existe una amplia literatura sobre modelos de optimizacién de las politicas de manten-
imiento. De Jonge y Scarf (4) realizan una importante revisién de articulos sobre este
tipo de modelos. En mantenimiento se realizan varios tipos de tareas que condicionan
distintos escenarios y técnicas a aplicar. Uno de los mas utilizados es el mantenimiento
preventivo. Milnarski et al. (5) presentan modelos desarrollados para la programaciéon de
mantenimiento preventivo de objetos técnicos complejos. Legat et al. (6) presentan un
método para determinar el intervalo éptimo para el mantenimiento periédico preventivo

y un parametro de diagndstico 6ptimo para la sustitucion.
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El modelo desarrollado en este articulo se disefia con el objetivo de obtener el inter-
valo preventivo. En la literatura encontramos muchos documentos donde se busca este
valor partiendo de escenarios y técnicas diferentes. Sembiring et al. (7) utilizan métodos
usados en ingenieria de fiabilidad y el mapeo de flujo de valor de mantenimiento
para calcular el intervalo preventivo. Hu et al. (8) utilizan un modelo de Markov con
sustituciones preventivas y reparaciones imperfectas. Optimizan el intervalo preventivo
minimizando el coste promedio a largo plazo. Wang et al. (9) propone un modelo
matematico que mide la fiabilidad de un convertidor considerando el mantenimiento
preventivo periddico, a partir de esa funcién determinan el valor del intervalo de
mantenimiento y algunos indices de fiabilidad. Zhao et al. (10) comparan modelos
donde el componente se reemplaza preventiva y periédicamente frente al modelo lo
que ocurra primero y Ultimo, para encontrar tiempos 6ptimos del reemplazo periddico.
Zhao et al. (11) modelan politicas de reemplazo de acuerdo con el estado de salud y
el historial de reparaciones de la unidad operativa y determinan los tiempos de reem-
plazo minimizando analiticamente las tasas de costes. Semaan y Yehia (12) desarrollan
un programa mantenimiento preventivo programado periédico para un helicéptero,
utilizando una red de operacién ciclica y técnicas de simulacién Monte Carlo. Liu et
al. (13) proponen un modelo integrado de existencias reguladoras y mantenimiento
preventivo imperfectivo para un sistema de produccién. Este documento considera
una maquina reparable sujeta a fallos aleatorios para un sistema de produccién con-
siderando existencias de reserva. Ruschel et al. (14) presentan una detallada revisién
de articulos referidos a la toma de decisiones, en una de las areas tratan los intervalos

de mantenimiento preventivo.

En el articulo, para localizar el valor del intervalo preventivo 6ptimo se ha desarrol-
lado un modelo semi-markoviano. Otros autores también utilizan esta técnica porque
se adapta bien a las caracteristicas de ejecucion de las tareas de mantenimiento.
Lyubchenko et al. (3) presentan un enfoque para la evaluacién de los intervalos de
mantenimiento preventivo recomendados de los dispositivos de radiocomunicaciones.
Usan la teoria del proceso de Markov para describir matematicamente la secuencia
de transiciones entre estados y aplican el modelo del proceso semi-markoviano al
proceso aleatorio de los tiempos de permanencia en los estados. Kumar y Varghese
(15) utilizan distribuciones de tiempos de fallos y reparaciones no exponenciales lo
que le obliga a modelar desde un enfoque semi-markoviano con el que evalldan la
disponibilidad del sistema. Mediante la técnica de blsqueda de la seccién dorada
obtienen el intervalo preventivo que optimiza la disponibilidad. Yi et al. (16) desarrollan
un sistema semi-markoviano de tiempo discreto con un espacio de estados formado

por tres subconjuntos: de trabajo, modificable y de fallo. Utilizan la transformada z para
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investigar las propiedades estocdsticas del sistema semimarkoviano y las distribuciones
de algunos periodos de permanencia. Wu et al. (17) proporcionan un método para
resolver procesos semi-markovianos de tiempo continuo mediante algoritmos del caso
de tiempo discreto. Este método se aplica a un problema de fiabilidad de un sistema
sujeto a ciberataques secuenciales. Se consideran y calculan dos casos en los que los

tiempos de permanencia siguen distribuciones exponenciales y de Weibull.

Otros autores utilizan cadenas de Markov. Farahani et al. (18) modelan un sistema de
produccién en forma de cadena de Markov de tiempo continuo. Este modelo determina
el intervalo 6ptimo de mantenimiento preventivo al reducir los costos por unidad de
tiempo. Gu et al. (19) mediante el desarrollo de un marco basado en modelos de cadenas
de Markov en tiempo discreto, evallan el rendimiento del sistema bajo la politica de
limite de control, en sistemas de fabricacién que consisten en méquinas multiestado
y buffers intermedios. Realizan un analisis numérico para demostrar el impacto de

pardmetros como la duracion del mantenimiento.

Nuestro modelo incluye en el calculo el ingreso por unidad de tiempo de fun-
cionamiento del activo y analiza el efecto sobre el intervalo preventivo. Este ingreso
que recibe el propietario, no se considera en la mayoria de los estudios de optimizacién
y son muy pocos los caso, hasta donde nosotros sabemos, en los que este dato es
considerado. Zhu et al. (20) investigan un modelo de optimizacién de mantenimiento
preventivo basado en un proceso de fallo de tres etapas para un sistema de un solo
componente. El objetivo es maximizar las ganancias, pero a diferencia de los modelos
de optimizacién convencionales utiliza una funcién de ingresos para correlacionar las
ganancias con la disponibilidad y el coste. Mizutani y Zhao (21) utilizan varias técnicas
y herramientas de ingenieria de fiabilidad para seleccionar las mejores politicas que
sean adecuadas para sistemas con reemplazos, incluidos los periédicos. EI método
desarrollado encuentra el intervalo preventivo éptimo. Para ello, parten de la funcién
de supervivencia, y los valores de ingresos y costos incurridos durante las interven-
ciones de operacion y mantenimiento. Los autores del articulo han presentado varios
documentos, todos relacionados, donde utilizan los ingresos obtenidos por el uso de
los activos (22), (23), (24), (25) y (26), para el cédlculo del intervalo preventivo éptimo.

Los datos de degradacion se han utilizado ampliamente para la prediccién de la
vida util restante (RUL) de los sistemas. La mayoria de los trabajos existentes aplican
un modelo preestablecido para capturar el proceso de degradacion y se centran en
el proceso de degradacién sin choques o efectos de choque constantes (27). Sin
embargo, en este articulo se incluye un estado de operacién degradado. Con la palabra

degradado se ha querido expresar la circunstancia de que tras el evento el equipo
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mantiene la misma funcién de distribucién de fallos del estado operativo, pero los

ingresos por su funcionamiento son menores. También podrian ser mayores.

Otro aspecto para destacar del modelo propuesto es que las ecuaciones para el
retorno medio acumulado y el intervalo preventivo éptimo permiten el célculo de estos
valores para cualquier horizonte finito. En la literatura, el horizonte finito en estudios
sobre mantenimiento no suele serlo mas comun, pero si hay variedad de publicaciones.
Baklouti et al. (28) desarrollan una estrategia de mantenimiento preventivo para un
sistema solar fotovoltaico que falla cuando su eficiencia cae por debajo del umbral
predefinido o cualquier elemento estd dafiado. La estrategia de mantenimiento pre-
ventivo propuesta sugiere reemplazar sistematicamente paneles cada cierto intervalo
preventivo durante un tiempo finito de funcionamiento. Este tiempo finito afecta al
intervalo preventivo. Pandey et al. (29) proponen un modelo de programacion de
mantenimiento preventivo. El modelo incluye un horizonte de planificacion finito y

recursos disponibles limitados para realizar la programacién del mantenimiento.

Por dltimo, se ha utilizado la transformada z como herramienta matematicapara
encontrar la expresion del retorno medio acumulado. En el campo del mantenimiento
industrial hay poca documentaciéon donde se utilice esta técnica de resolucion. Se
suele aplicar en temas de propagacion de ondas y resonancia (30) o en acustica
(31). Analizando los articulos donde se calcula el intervalo preventivo, en su mayoria
aplican algoritmos, en pocos casos se ofrece una formula matematica cuyas entradas
sean datos disponibles por el gestor de mantenimiento: datos de fallos o costes de
las intervenciones. La excepcionalidad de este articulo estd en que en esa férmula
se incluyen los ingresos por el uso del activo, y gracias al estado degradado permite

analizar el valor del intervalo preventivo éptimo cuando se modifican los ingresos.

2. Material y método

El objetivo del trabajo es encontrar la expresion matematica del intervalo preventivo
que rehabilita un modo de fallo de un activo. Su valor depende del tiempo de uso
desde la ultima rehabilitacion, de la distribucién de sus fallos, de los costes de las
tareas de mantenimiento y la penalizacidén por su inactividad, y de los ingresos por su
operacion. El modo de fallo a analizar debe mostrar una clara tendencia al desgaste.
Estas hipétesis son cumplidas por muchos tipos de equipos industriales. A lo largo
del documento se expone el proceso para alcanzar la expresidon matematica y se
muestra cédmo aplicarla. Con ella, un responsable de mantenimiento, sin conocimientos
especializados en técnicas de modelado y célculo, puede aplicarla a los activos de su

planta sin que ello le consuma un exceso de tiempo y recursos. Se ha elegido ajustar
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los fallos a una funcion de distribucién acumulado de Weibull porque tras ensayar los
datos con otras funciones (Normal, Normal truncada, Gamma) los resultados obtenidos

presentan una mayor desviacion.

21. Caso real y tratamiento de la informacion. Distribucién de
Weibull y Retornos

En este articulo se desarrolla un modelo de cuatro estados y se aplica al caso del fallo
de la unién cénica entre la distribucién y el arrastre de las bombas inyectoras de un
motor diesel de alta potencia. Se trata de un elemento intermedio en la cadena de
arrastre cuya misién es proteger la distribucién de los posibles fallos de las bombas
inyectoras. Cuando una de las bombas inyectoras queda bloqueada, la unién cénica
gira, desconectando el arrastre de las bombas. Esta conexidon se mantiene mediante la
aplicacion de un par de apriete. Mientras el par aplicado por la distribucién, para mover
las bombas, esté por debajo del par aplicado a la unién cénica, el motor funcionara. En
caso contrario, el motor se detendrd por falta de sincronia. Se trata de un caso real en

una mina del sur de Espafia.

A veces durante el funcionamiento o arranque del motor se produce un leve giro
entre las superficies cénicas. Este desplazamiento afecta al punto de inyeccién de las
bombas, retrasdndolo. En estas condiciones el motor baja levemente de rendimiento
sin que aparentemente se aprecie un funcionamiento anormal del motor. Sin embargo,
el rendimiento del motor disminuye y también lo hace el ingreso que aporta al negocio
por hora de funcionamiento. Este caso es muy habitual en los equipos industriales y
equivale a un sistema donde el equipo objeto de estudio puede encontrarse en uno de
los siguientes cuatro estados: operativo, operativo degradado, correctivo y preventivo.
El equipo esta en estado operativo S, si opera produciendo los ingresos esperados. Si
los ingresos obtenidos por su funcionamiento son inferiores a los esperados el equipo
esta en estado degradado S,. Si el equipo falla, se sitia durante su reparacion en
estado correctivo S,. Y si el equipo se detiene para realizar una actividad preventiva,

se encontrara en el estado preventivo S;. Ver Figura 1.

Para analizar el caso de la unién cénica se han seleccionado datos procedentes
de una actividad minera. Los datos se han recogido durante cuatro afios y su origen
corresponden a dos tipos diferentes, Por un lado, se han recogido los datos de los
tiempos de fallo, t;, que se han producido en 16 motores. Estos datos se recogen en la

Tabla I. A partir de ellos se estima la funcién de distribucién de fallos observada. Para su
(i=0.3)

(N+0.4)’
i representa el orden del fallo y N el nimero total de fallos (en este caso 48 fallos)

donde

construccion se utiliza como estimador la aproximacion de Benard, F;, =
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(32) (33). En su célculo no se han tenido en cuenta los valores de los datos censurados
como consecuencia de la finalizacién del proceso de toma de datos antes del fallo, por
ser pocos los valores y muy inferiores a los valores de los datos de fallo. A partir de
los datos de horas de fallo (Tabla I) y los datos de la funcién de distribucién de fallos
observada, F; (Tabla Il) se estima la funcién de distribucidon de fallos tedrica, F(¢), que
mejor se adapta a la dupla (horas de fallo ¢, funcién observada F)). Habitualmente para

el caso de activos fisicos se suele ajustar a la funcién de distribucion de Weibull (34).
Tabla 1

Datos de tiempos de fallo, t; correspondientes a los 48 fallos (horas).

6,635 4,087 4,225 3964 618 3,775 4377 6,851 2,823 6,684
6915 1733 5,645 4,471 4,890 5,887 5,358 4,305 6,536 6,622
4,232 3,661 7861 5714 7421 4,585 4566 4358 6,672 4,132

3,209 4979 6927 4562 2283 7616 6,618 3,620 3,478 2,668
7641 3,879 57775 7030 4,226 3,829 5,415 6,390

Tabla 2

Tiempos de fallo t; ordenados y de valores de la funcién de distribucion observada para los
48 fallos.

I F; I F I F ] F L F;

1,733 0.01446281 3,879 0.22107438 4,471 0.42768595 5,775 0.634297521 6,851 0.840909091
2,283 0.035123967 3,964 0.241735537 4,562 0.448347107 5,887 0.654958678 6,915 0.861570248
2,668 0.055785124 4,087 0.262396694 4,566 0.469008264 6,118 0.675619835 6,927 0.882231405
2,823 0.076446281 4,132  0.283057851 4,585 0.489669421 6,390 0.696280992 7,030 0.902892562
3,209 0.097107438 4,225 0.303719008 4,890 0.510330579 6,536 0.716942149 7421 0.923553719
3,478 0.117768595 4,226 0.324380165 4,979 0.530991736 6,618 0.737603306 7,616 0.944214876
3,620 0138429752 4,232 0.345041322 5,358 0.551652893 6,622 0.758264463 7,641 0.964876033
3,661 0159090909 4,305 0.365702479 5,415 057231405 6,635 0.77892562 7,861 0.98553719
3,775 0.179752066 4,358 0.386363636 5,645 0.592975207 6,672 0.799586777

3,829  0.200413223 4,377 0.407024793 5,714 0.613636364 6,684 0.820247934

Este proceso se inicia tratando de ajustar la funcién observada a la Weibull de dos
pardmetros (a, f). Si el método utilizado es la Estimacion por Rango de Medianas
(MRR), se representan los puntos de la dupla (t;, F;) en un grafico, utilizando las escalas
logaritmicas, InIn (1 /(1 ——— F,)) en el eje vertical y In t; en el eje horizontal. Luego
se traza la linea de tendencia que mejor se ajusta a los puntos, usando el método
de minimos cuadrados. El parametro de forma a de la funcién Weibull coincide con la
pendiente de la linea de tendencia, mientras que el pardmetro de escala f corresponde
con la exponencial negativa del cociente entre la ordenada en el origen y la pendiente.

Este procedimiento se simplifica utilizando software como EXCEL (23). En este caso
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la curva de tendencia es y = 3.5979 x — 31.1. Los valores obtenidos son a« = 3.60
y B = 5675. Sin embargo, la curva de tendencia cuadratica presenta una curvatura
hacia abajo y = —0.1734 x> + 6.4975 x — 43.2, lo que avisa de la existencia del tercer
pardmetro y, denominado vida garantizada o pardmetro de localizacién. En un nuevo
grafico podemos volver a representar los mismos datos. Este nuevo grafico se diferencia
del anterior en que en el eje horizontal se representa el In (t;, — y). Dando valores a
y localizamos el valor que convierte la curva de tendencia cuadratica en una recta
(coeficiente de x? igual a cero). Los valores de los pardmetros de la funcién de Weibull
que mejor se ajusta a la funcién observada son: a = 3.33, # = 5368 y y = 301. Por otro
lado, se deben estimar las funciones de distribucion del tiempo de reparacion F,(t) y
del tiempo preventivo F,(¢). Debido a la corta duracién del tiempo de mantenimiento
en comparacioén con los intervalos de funcionamiento (menos del 1%), se puede utilizar
como estimadores, el tiempo medio de ambas intervenciones. En este caso u, = 72

para la tarea correctiva y u; = 56 para la tarea preventiva.

Con los mismos datos de fallo se ha ajustado a una Weibull utilizando otros métodos
como el método de estimacién de méaxima verosimilitud (MLE) y el método de Newton-
Raphson. En este caso, comparando los resultados obtenidos por los tres métodos
mediante el método del error cuadratico medio (MSE) no se ajustan mejor que el MRR
a la funcién observada, a pesar de que el proceso en ambos casos es mucho mas

complicado.

El segundo tipo de datos corresponde a los costes e ingresos que aparecen como
consecuencia de uso y mantenimiento del activo. Estos datos constituyen los retornos
del sistema y estan asociados a cada uno de los estados. Al estado operacional S, se
asocian dos tipos de retornos. Los ingresos por unidad de tiempo de funcionamiento
R, y los costes asociados a la pérdida del funcionamiento, cuando el activo falla Ry,
y cuando el activo pasa al estado degradado R;,. Los retornos asociados al estado
correctivo S, son costes. El coste por unidad de tiempo debido al proceso de reparacion
R, y los costes asociados a la falta de actividad por averia incluidos en R,;. Los
retornos asociados al estado preventivo S; también son costes. El coste por unidad
de tiempo debido a la tarea preventiva R; y los costes asociados a la falta de actividad
por preventivo R;,. Al estado degradado S, se asocian otros dos tipos de retornos.
Los ingresos por unidad de tiempo de funcionamiento R,, que ahora son inferiores
a los del estado operativo y los costes asociados a la pérdida del funcionamiento,
cuando el activo falla R,, y cuando se decide que el activo pare para la realizacién del

mantenimiento preventivo R,;. Todos estos datos estan recogidos en la Tabla Ill.
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Tabla 3

Datos de entrada al modelo. Datos de fallos, tiempos y actividades promedio, costes e
ingresos para cada estado.

Funcién de distribucién de fallos Tiempo medio de Tiempo medio de
reparacion preventivo
Weibull (a, g, 7) Normal (u,) Normal ()
a s y 1, (horas) 43 (horas)
3.33 5,368.00 301.00 72 56
S, Retornos S, Retornos S, Retornos S; Retornos
R R, (€) R (€) Ry Ry (€) Ry (€) R, (E/hora) Ry (€) R; (E/hora) Ry (€)
(€/hora) (€/hora)
5.0 -3,270 -1.0 4.0 -3,270 -1.0 -95.0 -360 -82.0 -360

2.2. Diseno de un modelo de mantenimiento semi-Markoviano con
un estado degradado

El modelo disefiado representa el comportamiento de un sistema (activo) cuando se
somete a intervenciones de mantenimiento preventivo y correctivo, con objeto de evitar
el desgaste por el uso. En este caso también se considera el funcionamiento del
sistema en un estado degradado. Como marco tedrico previo, se considera una cadena
homogénea de Markov {X,,,n 20} con n estados, y probabilidades de transicion
en cada paso p;; = P (X1 =jX,= i). Esta cadena constituye la cadena de Markov
incrustada en un proceso semi-markoviano y determina la evolucién del proceso. Por
otro lado, el proceso semi-markoviano se caracteriza por tiempos de permanencia
que difieren en cada estado, los cuales no siguen una distribucién exponencial (24).
Los tiempos de permanencia y la transiciéon entre estados tienen asociados retornos
econdmicos que pueden ser positivos si se trata de ingresos o negativos si se trata
de costes. La variable rij (m) contiene el retorno desde el estado i al estado j en la

transicion m.

2.21. Formulacion del sistema de ecuaciones en diferencias para el
retorno medio acumulado

En m transiciones sucesivas a partir del estado i, el proceso acumula retornos, que
sumados con sus respectivos signos constituyen el retorno acumulado en m pasos
desde el estado i. Llamamos R, (m) a esta variable aleatoria. Una vez seleccionado
el estado inicial, el siguiente estado es impredecible y todos los que le siguen. En m

transiciones el sistema puede establecer muchas alternativas. Por este motivo, no es
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posible calcular el valor de R, (m), pero si su valor medio, el retorno medio acumulado
v; (m) = E (R; (m)).

El retorno medio acumulado v, (m) se obtiene mediante una ecuacion recursiva (22).
El procedimiento consiste en separar las m transiciones en dos etapas. La primera esta
constituida por la transicién del estado inicial i, al siguiente j. Como este puede ser
cualquier estado, el retorno R, (1) es una variable aleatoria que puede alcanzar los
valores r;; (1),r,, (1),r5 (1), 7,4 (1), con probabilidades, p;;, pj», Pi3. Pia- El retorno medio
en la primera transiciéon se puede formular de la siguiente manera:

o (D=X7_,r; (D, i=1,2,3,4 ()

En la segunda etapa se procede con las m—1 restantes transiciones. Una vez comple-
tada la primera transicién, el proceso se encuentra en un estado j, donde j toma uno de
losvalores 1, 2, 3, 4. El retorno medio en las siguientes m—1 transiciones es una variable
aleatoria que puede alcanzar los valores v, (m — 1), v,(m—1),v;(m - 1),v, (m — 1), con
probabilidades, p;;, p», pi3- Pia- POr 1o tanto, el retorno medio acumulado en los m — 1
pasos se puede formular como:

> v (m=1p, i=1,2, 3,4 @)

Finalmente, la Ec. (3) calcula el retorno medio acumulado del sistema para m:

v; (m)=u,.(1)+2j=1 v; (m=1) p;; i=1,2, 3,4 (3)

Su forma matricial:

V (m)=V (1)+PV (m—1). 4)

Por conveniencia, se reescribe con el indice aumentado en una unidad. Ahora,
aplicando la transformada z a ambos miembros de Ec. (4) y términos de reordenamiento

que tenemos:
Z[V(m)]=ﬁ([—z‘1P)_lV(1)+(I—z‘1P)_1V(0) (5)

Solo queda invertir la transformada z, para resolver la Ec. (4).

2.2.2. Modelo de cuatro estados. Calculo de los tiempos de permanen-
cia en cada estado.

Las transiciones entre estados y la acumulacién de retornos se expresan graficamente
en la Figura 1. También se observar los cuatro estados y las posibles transiciones.

El tiempo que el activo se mantiene funcionando a partir del instante inicial es una
variable aleatoria que llamaremos T y puede tomar cualquier valor positivo. Usualmente,
a esta variable se le llama tiempo hasta el fallo.

Si en el instante inicial el sistema se encuentra en estado operativo S,. Permanecera

en este estado hasta que ocurra una de estas dos circunstancias:
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Transiciones

Sg: Preventivo

s1 SZ
Operativo Correctivo | S4: Degradado
7 S,: Operativo
S,: Correctivo
S, T-T S,
Preventivo Degradado Evolucién del
retomo medio
acumulado

Figura 1

Representacion de los estados, transiciones entre estados y acumulacion de retoros en cada
transicion.

Se produce el fallo y el sistema pasa al estado correctivo, S,.

Aunque se encuentra funcionando, tras el tiempo 7', el sistema alcanza el estado
degradado, S,.

El tiempo T, es el tiempo que el sistema esta en el estado operativo. Es la variable
aleatoria tiempo hasta el fallo, truncada en el intervalo [O,r’]. Se define como: T;) =
min {T, r’} . Si el sistema falla, en .S,, se somete a reparacion y regresa al estado S,;.
El tiempo que dura la reparacion también es una variable aleatoria llamada T,. Pero si
se produce la circunstancia b), el sistema pasa al estado S,. Alli permanece hasta que
se da una de estas dos circunstancias:

Se produce el fallo y el sistema pasa al estado correctivo, S,.

Ha pasado un tiempo 7 — 7/, donde 7, al igual que ' es un tiempo prefijado.

Es preciso distinguir entre el intervalo de permanencia en el estado S, que es

[T’, min{T, T}] y el tiempo de permanencia T, en S, que es la duracién de ese intervalo:
T,=min{T,t} —7' = min {T—T’,T—T’ }

Como el sistema se mantiene en el estado S, entre los instantes 7’ y como méximo r,
el tiempo de permanencia T, es la variable aleatoria T — ' truncada al intervalo [r’, r].

Si se produce la circunstancia c), el sistema pasa al estado correctivo para su
reparacion. Una vez reparado, el sistema regresa al estado S,.

Pero si se produce la circunstancia d), el sistema pasa al estado preventivo S;, en
el que se someterd a la accién preventiva con objeto de devolverlo a las condiciones
para las que fue disefiado (estado operativo). El tiempo que dura la accién preventiva
también es una variable aleatoria T,.

Este plan de mantenimiento se comporta como un proceso estocastico con un

espacio de cuatro estados. Los tiempos de permanencia en cada estado son variables
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aleatorias. El objetivo de este trabajo es encontrar el valor de T que maximiza el retorno
medio acumulado para un valor de 7’ dado.

Las funciones de distribucion de T, T, T, las designaremos F (o), F,(e), F, (o)
y las de densidad de probabilidad f (e), f.(e), f,(e).Las variables aleatorias T, y T,
tienen distribuciones truncadas cuyas funciones de distribucion se definen a partir de

la funcién de distribucién de T'.

La matriz de tiempos de permanencia en un estado antes de pasar a otro es:

01, 0 7
T, 0 0 O
©)
T, 0 0 0
0 T, =—7' 0

Donde el i, j-th elemento es el tiempo de permanencia en el estado i antes de saltar

al estado j.

El tiempo medio de permanencia en el estado operativo es:

A=E (T°)=F(11')/0 tf (1) dt:T,_F(lr')/O F@)dt.

Los tiempos medios de permanencia en los estados correctivo y preventivo, son las

medias de las variables aleatorias T, y T:

t,=E (TC)=/O tf. (1) dt, us=E (Tp)/0 1f, (1) dt

Como se comento en la seccion 2.1, B =y, y C = ;.
La media de T,, es decir, el tiempo medio de permanencia en el estado operativo
degradado es:
1 T
D=E (T,) =550 Jo t=7)f () dt )
La matriz de tiempos de medios de permanencia es la media de los tiempos de

permanencia de la matriz Ec. (6):

071, 0 7 0A 0 7
.0 0 0 w0 0 0
O=E =| . ®
T, 0 0 O uz 0 0 0
[\0 T, z—7z' 0 )] 0 Dz—7" 0O

Donde E [e] significa, valor medio.
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2.2.3. Probabilidades de transicion entre los estados

Como en todos los procesos aleatorios de tiempo continuo, durante el tiempo que el
proceso se encuentra en un estado, no hay transicién al mismo estado. Entonces la

probabilidad de transiciéon de un estado a si mismo es cero.

Por eso, estando el sistema en el estado S;, sélo puede pasar a los estados S, y
S,. La probabilidad de pasar al estado S, es P (T < 7') = F (z') = p,. La probabilidad
de pasar el estado S, es P(T>7') =1-P(T <7') =1-F (7') =1- p,. Siendo
p = F(@).

Estando el sistema en el estado S,, sélo puede pasar a los estados S, y S;. La
probabilidad de pasar al estado S, es:

P(T<e T>7') _P [(T<z)n (T>7")] _P (¢ <T<z) _F@-F (7') Py
P(T>1") 1-P(T<z") 1-F(z") 1-p,

Siendo p, = F(7), y al estado S;:

, - 1-
P(T>t T>¢')=1- P(T<r T>t )= 1-2 =22
l=p; 1-p,
En los estados S, y S;, el sistema sélo puede pasar al estado S, luego las probabili-
dades de transicién toman ambas el valor 1. Por lo tanto, se puede escribir la matriz de

probabilidades de transicion P como:

1 0 0 0
pP= 9)
1 0 0 0
n=p 1=p
I=p,  1-p

Esta es la matriz de probabilidad de una cadena de Markov. Las transiciones de esta
cadena ocurren cada vez que el proceso estocastico cambia de estado, por lo que es
la cadena de Markov incrustada en el proceso.

Hemos llegado al proceso estocastico que modela el mantenimiento de nuestro
sistema, que tiene un espacio de estados finito, los tiempos de permanencia en cada
estado son variables aleatorias con distribuciones de probabilidad no necesariamente
exponenciales, y tiene una cadena de Markov incrustada cuya matriz de probabilidades

de transicion es Ec. (9). Concluimos que se trata de un proceso semi-markoviano.

2.2.4. Calculo de los retornos aportados por cada uno de los estados

A partir de los tiempos de permanencia que aparecen en la Ec. (8) y los retornos

expresados en la Tabla lll se puede componer la matriz de retornos. Es una matriz cuyo
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ij — ésimo elemento es la suma del retorno debido a la permanencia en el i — ésimo

estado y el debido a la transicién al j — ésimo estado, Ec. (10).

0  AR+R, 0 R,7'+R,,
BR,+R 0 0 0
R= 2T 19 (10)
CR;+R,, 0 0 0
0  DR+R, (t-7)Re+R,; O

2.3. Calculo del retorno medio acumulado

2.3.1. Resolucion del sistema de ecuaciones en diferencia para
el retorno medio acumulado.

El vector V (1) se obtiene a partir de la Ec. (1) para lo que necesitamos las matrices (9) y
(10), es decir la matriz de probabilidades y la matriz de retornos. De la Ec. (1) se deduce
que su componente i — ésima es la suma de los productos de las filas i — ésimas de

ambas matrices. No se trata de un producto de matrices:

v, (1) (AR+R)p;+(R;7'+R,) (1-p,)
v, (1 BR,+R
» (D) _ 2t Ry, )
v5 (1) CR;+R;,;
— 1—
vy (1) (DRy+Ry,) pf_: +((z=7")Ry+Ry;) 1-??
A partir de la matriz P se obtiene la matriz I-z7'p, y su matriz inversa (I - z‘lP)_1 s

1+4/4p,-3

donde A = z3 — D2+ p; — 1. Este polinomio se anulasiz=1y z=— >

El vector de retornos esperados inicial V' (0) es el vector nulo, ya que no hay ningln

retorno previo en el instante inicial. De acuerdo con ello escribimos la Ec. (5) como:

WV (m]=— (1-z7'"P) 'V (1) = (12)
2 z(piz—p+ )  z(1-p,) z* (1-p,)
Ny z? Z234p,—1 1-p, z(1-p))
T (z=DA B 5 X
2 pz—p+p, 2-pz+p-p, z(1-p))
2 (p1=py)+r1 (n=1) Eop)=l) (zz _ pl)

=1 pi—1
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(AR +R,))p,+(Ry7 +R,,) (1-p))
BR,+R,,

CRy+R;,

_ ’ 1—
(DRy+Rp) 222t (7= ) Re+R ) 12

Centramos nuestra atencién en la primera componente de este vector, para
resolverla, si ordenamos los términos del corchete en el orden de las potencias

decrecientes de z:
1
Z (v, (m)] == [, (D) 22+ (pyo, W+ (1=py) v, (D) 22+ ((py=p1) v, (1)
+(1=p,) v3 (D) £] (13)
Recordando que A=z’ —p,z+p, — 1, nos queda que la Ec. (13) es combinacién lineal

de funciones racionales en z. Estas funciones son:

Z3 23

(Z—pz4p—1) (z—1)  (ZP4z—p +1)(z—1)?
22 _ 22
(Z=p z+p =) (z=1)  (ZP4z—p+1)(z—1)?

z z : (14)

(2=p, z+p,—1) (z—l):(z2+z—p1+1)(z—1)2
Las fracciones en Ec. (14) tienen en el denominador la raiz doble z = 1. Se pueden

B

2

descomponer en fracciones.

En la descomposicién en fracciones, Ec. (14), las tres tienen en el denominador el
polinomio de segundo grado z> + z — p, + 1 que por tener dos raices admiten una
descomposiciéon en dos fracciones simples. Las raices de este polinomio pueden ser
reales o complejas dependiendo del valor de p,. Las raices son _liT\/m, reales si4p,—3
es no negativo y complejas conjugadas si es negativo. Asi, en la Ec. (14), cada una de
las tres fracciones del primer miembro quedaria descompuesta en cuatro fracciones
simples. En caso de que 4p, — 3 < 0, dos de las fracciones corresponderian a raices
complejas, y en caso contrario, a raices reales. Para mayor claridad en la exposicién se

separara en caso real y complejo.

2.3.2. Caso 1. Raices reales

Si las raices del polinomio (2 +z — p; + 1) son reales, llamandolas por simplificar:

_—1++/4p, 3 —1-+/4p,-3

I’l— =

2 s r2_ 2 s

obtenemos la descomposicion:
e ] j=1,2,3. (15)

224z—p+1 = Vap, =3 | z-r z—r,
Introducimos las Ec. (15) en la Ec. (14), y éstas a su vez en la Ec. (13), que queda de

esta forma:
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Z [v, (m)] =0y (1) | = (hmtrath ) ot | 4 (proy (D + (1-py) 0 (1)

z—r z—r,
[ 1 <a2r1+b2_a2r2+b2)+ cy
Vap =3 \ z-r| z—r, (z—1)
4
+z—l]
asri+by  ayr,+b C d
+((pmp1) 02 (D + (1=p2) 03 (1) | i (th-tmth ) o ) (1)

Reagrupando los términos del segundo miembro de la Ec (16), y sacando como

factores comunes las fracciones simples ! , L L —,
z—r, z—r2 (z—1)

, la ecuacion queda del

siguiente modo:
Z (v, (m)] A1—+A2 e l)2+A421—1 (17)
Donde:

A= a1r1+b1)

W [0 (D) (
+ (P102 (H+ (l—Pl) U4(1)) (02"1+b2) + ((Pz‘lh) v,y (1)
+ (1=p,) v3 (D)) (asry+b5)] (18)
A2=—ﬁ [0 (D) (@yry+b,) + (poy (D + (1=py) vy (D) (ayry+
by) + ((pa=py) vy (D + (1=p,) v3 (1)) (azry+bs)]
As=c, [v; (D) + (1=py) vy (1) +p0, (1) + (1=p,) v3 (1]
Ay=v; (D d i+ (pyo, (D + (1=py) v, (D) dy+ ((Pr=p1) 02 (D) + (1=p,) v3 (1)) ds.
El siguiente paso es calcular los desarrollos de Laurent de cada fraccién simple de

la Ec. (17) y sustituirlos en la Ec. (17), obteniendo:
o o r o0 1 1
Z vy (m)] =A; Xm0 ot A2 Xt zr12+] +A3 2,50 % A Xt 7= (19)

n—1

e oo n—1 1_
=A; X0 +A2 T oA YL T HALYL S
A]+A2+A4+Zoo A" +A2r2"’1+A3(n—1)+A4

zn

Los coeficientes de la dltima serie de la Ec. (19) forman una sucesién, que es la

transformada inversa de & [v] (m)], es decir, esa sucesion es v, (m):
v, (0)=0, (20)

v, (m)=A,r," A, AL (m—1) + A, m=1,2,3,--

2.3.3. Caso 2. Raices complejas

En el caso de raices complejas se sigue un desarrollo similar al caso de raices reales.

Para simplificar, las raices complejas se expresan del siguiente modo:

L+iy/3=dp, -3 dp,

tic=—-"F7"01, —io=
K 2 K 2

la descomposicién para j =1,2,3 es:

a; z+b 1 _aju+bj . 1 aju+b 1
zz—z—p1+1 2 [(af c l) z—(u+oi)+ ( it z—(u—oi) (21)
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El segundo miembro de la Ec. (21) lo sustituimos en la Ec. (14), y éstas a su vez en la
Ec. (13) y seguimos el mismo procedimiento que en el caso de raices reales. Se obtiene

el siguiente resultado:

_ 1 1 1 1
z [Ul (m)] =B, z—(ﬂ+6i)+B2 z—(ﬂ—o‘i)+A3 (z-1)? +A, z—1 (22)
Donde:

B,=! [ul 1) @r@i)

+(proy )+ (1-p) 0, (D) (= 2251) + ((p=p1) 03 (1)
+ (1=p) 03 (D) (a-2B7) | 23

By=t [0, (1) (@2

+(proy () + (1-p) 0, (D) (@t 2221) + ((pa=p1) 3 (1)

n (l—pz) vy (1)) <a3+azﬂ+b% )]
Ay=c; [0, (1) + (1=p;) v, (1D +p,0, (1) + (1=p,) v3 (D]
A=v; (D d+ (proy D+ (1=py) v, (D) dot ((p2=p1) 0 (D + (1=p5) v3 (1) ds

Incluyendo los desarrollos de Laurent es posible escribir de forma simplificada la Eq.

(22).
_ r"(Re(B )casnw —Im(B )sinnw ) +1 1
z [Ul (m)] - 2 Z;.lo:() 1 Zn+l l +A3 Z:lo 0 :'H—Z +A4 Zn 0 Zn+l (24)
2Re(B))+A, oo 2r""(Re(B))cos(n—1)w —Im(B,)sin(n—1)w )+As(n—1)+A,
= + Z}’I:Z zn

z

La transformada inversa de & [v1 (m)], es la sucesiéon cuyos términos son los coefi-

cientes de la serie la Ec. (24):

v, (0)=0 (25)
v, (m)= 21 (Re (Bl) cos(m—1)w —Im (Bl) sin(m—1) w ) +A; (m—1)+A,
m=1,2,3,--

2.4. Optimizacion del retorno medio acumulado

Para calcular el intervalo preventivo que maximiza el retorno medio acumulado, se
deriva este retorno respecto del intervalo preventivo r. De igual forma que cuando se
calculé el retorno medio acumulado, hay que considerar por separado el caso de raices

reales y por otro el de raices complejas.
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2.41. Optimizacioén del retorno medio acumulado para el caso de raices
reales

A partir de la expresién explicita de v, (m), Ec. (20), se procede a su optimizacién, para
valores de 7. Para ello calculamos la derivada:

dvm_ . m-1dA; | m—1d4; _1) 44 4 dA
dr = dr +I’2 dr +(m 1) dt + dr (26)

Unicamente p, depende de 7, asi que habra que derivar aquellas expresiones en las
que aparezca p, y aquellas en las que aparezca 7 explicitamente. De acuerdo con esta

observacion:

L= | (1-p1) (@ar+02) 2204 (0, (1D =05 (D) (asr+05) 22]. (27)
%z,m;:—s [(1—1’1) (ayry+by) dv;il)"' (02 (1) =03 (D)) (azry+b5) %] ’

D, [(1-p1) 04 (0, (D =0 (1) 2]

i, (1-py) 2D 4, (0, (1) —03 (1)) 222,

De la Ec. (11) tomamos v, (1), lo simplificamos, sustituimos D por (7)y p; y p, por F (T’)

y F (7) respectivamente, de modo que v, (1) queda:

0y () =R+~ [R4 [5 =) f (1) di+(1=F (7)) ((r—%) R4+R43_R42>] 28)
Y su derivada:
Lol £ () (Rp=Rig) +A-F ()R] (29

Ya podemos incorporar la Ec. (29) a cada una de las expresiones (27) y sumarlas

para obtener la Ec. (26). Se hace de dos en dos sumandos. Obteniendo la siguiente

expresion:
LM, (1-F (1)) +M, f (7). (30)

Donde M, y M, son:

M =R, [ﬁ (a2 (rl’"—rz’") +b, (r'l"_]—rz”’_l))
+(m=1) ¢, +d,| , (31)

M,= (R42—R43) [ﬁ (az) (rlm—"zm)

+by (1" '=r," 1)) +(m=1) ¢, +d, | + (v, (1)

—v3 (1) [ﬁ (a3 (r"=r,")
+b; (rlm_l—rz’”_l)) +(m—1)cl+d3]

2.4.2. Optimizacion del retorno medio acumulado para el caso de raices
complejas

Se procede como en el caso real, derivando en este caso la Ec. (25):

%=M1 (I-F(@)+M,f (7). (32)
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Los coeficientes M, y M, en el caso complejo son:

M,=R, ((azcos (m—-Dw +@sin (m—=1) @)-r"! +(m—1)c1+d2>
My=r""! [eos (m—1) @ (a, (Ryp—Ry3) +a5 (v, (1) —05 (1))

+sin (m—1) @ (%*”2 (Riy=Rys) +2222 (0, (1) 0, (1)))] +
((Ryp=Ry3) ((m=1)c;+d,) + (v, (1) =05 (1)) ((m—1) ¢, +d;)) (33)

2.4.3. Calculo de la expresion matematica del intervalo preventivo 6
ptimo

Supongamos que los fallos se distribuyen segln una distribucién Weibull con pardmetro
de forma a, pardmetro de escala f y vida garantizada y. Entonces las funciones de
densidad de probabilidad f (¢) y distribucion F (¢) son:

_1 a a
=\ (= (=
f(t)=9<—”> ) Fi=1-e7) a, p> 0.
B\ B
Al sustituirlas en la Ec. (32) o en la Ec. (30), resulta:
_(=)* a=1 _ ()"
2000 0 (5) +M2%(%> ) (34)
Aligualar la Ec. (34) a cero, se elimina el factor comuin no nulo e"*7»" de modo que
quedara:
a—1
M1+M25<ﬂ> = 0. (35)
B\ B
Si M, # 0, se puede escribir la ecuacién que define el intervalo preventivo éptimo:
1
« M a1
r=(—Led )y (36)

El rango de valores que puede tomar 7, es el intervalo (0, 0) si0 < @ < 1y el intervalo
[0, ) si @ > 1. Para los dos casos, la Ec. (36) tendrd soluciéon no nula, que ademas es
Unica, siy so6lo si M, y M, son no nulos con signos distintos. Aunque no es imposible,

dada la complejidad de M, es extremadamente improbable que éste se anule.

3. Analisis y Resultados

Una vez determinados todos los valores de las variables Tabla lll, se procede a la
aplicaciéon de las ecuaciones matematicas que se han disefiado. El valor del tiempo
para el cual se produce la transicién al estado degradado, 7/, es un valor experimental
que debe ser incluido en el modelo. Para poder hacer un ejercicio de comparacién
entre resultados, se van a considerar diferentes valores de 7', entre 1,000 horas y 8,000
horas, tomados a intervalos de 1,000. Para estos valores de 7/, se debe identificar el
tipo de solucién (con raices reales o complejas). Si 4p; — 3 es no negativo se debe usar

la ecuacion del caso real. Si es negativo, las ecuaciones del caso complejo. Como se
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indica en la Tabla IV. Con esta informacioén y a partir de la Ec. (36), con los coeficientes
M,y M, procedentes de la Ec. (33) si se trata del caso complejo, o los coeficientes
de la Ec. (31) si se trata del caso real, se obtienen los valores del intervalo preventivo

optimo (tercera fila) cuando el nimero de transiciones es m = 10 (Tabla 1V).

Tabla 4

Valores del intervalo preventivo éptimo t, y retorno medio acumulado v, (10) para distintos
intervalos de tiempo hasta la degradacién ', en la transicién m = 10.

Caso Complejo Complejo Complejo Complejo Complejo Complejo Real Real

7’ (horas) 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 7,000 8,000
v, (10) (€) 39,364 47744 55,695 61412 66,996 74,656 78,585 78,166
7, (horas) 6,042 6,061 6,115 6,164 6,159 6,146 6,184 6,229

Los valores de la tabla correspondientes a 7/ > 7,000 evidentemente no son
significativos ya se alcanzaria el tiempo de mantenimiento preventivo antes que el
tiempo hasta la degradacién. Pese a todo se muestran en cursiva los valores que

ofrecen las férmulas, en este caso para raices reales.

Para valores mayores de m, los valores de 7, van disminuyendo a medida que
aumenta m, hasta alcanzar el valor 6,040 cuando m es muy grande. En la Tabla V se
expresa esta tendencia para m = 60. La velocidad con que estos datos alcanzan ese

valor limite depende de los datos de entrada al modelo.

Tabla 5

Valores del intervalo preventivo optimo t, y retorno medio acumulado v, (60) para distintos
intervalos de tiempo hasta la degradacion ', en la transicién m = 60.

7’ (horas) 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000 6,000 7,000 8,000
v,(60) (€) 228,956 252,718 283,371 318,087 361,095 407152 444,591 464,327
7, (horas) 6,040 6,043 6,056 6,057 6,057 6,057 6,057 6,059

Si usamos la formulacién del modelo de tres estados (sin estado degradado) (22),
utilizando los mismos datos, se obtienen los valores 7, = 6,617 cuando Ry = R, =5
y 7, = 6,040 cuando R, = R, = 4. Esos mismos resultados también se obtienen
cuando en el modelo de cuatro estados igualamos los valores R; = R,. La expresion

matematica para del intervalo preventivo éptimo 7, en el caso de tres estados es:

)a—lzﬂ_a. —R]

2m—1—(=1)""!
Rlz—R13+2:Z+1+W (RyB+Ry —R;C—Ry)

(7=

Los valores explican el comportamiento del valor de 7, en la Tabla IV, desde 6,042
hasta 6,146. Para un ndmero de transiciones m muy grande, los valores de 7, son

cercanos a 6,040, valor que se alcanza cuando R, = R, = 4. La transicién entre los

DOI 10.18502/espoch.v3i3.16618 Page 142



ESPOCH Congresses: The Ecuadorian Journal of STE.AM. ‘g

modelos complejo y real se produce entre los valores de 7/ = 6,222 y ' = 6,223,
debido a que p; = F (T’) en el caso complejo toma el valor 0.75 y en el caso real
toma el valor 0.7502.

También es posible conocer el comportamiento del 7, a medida que se incrementan
las transiciones m, para un determinado 7’. Concretamente en la Figura 2 se representan
los valores del intervalo preventivo éptimo 7, frente a los valores de m entre 1y 60,
para el valor de z'= 4,000 horas. En esta figura también se representa el valor de ,
cuando no existe el estado degradado (3 estados). Si se representasen los valores
de 7, para otros valores de 7', a medida que se aumenta el valor de 7z’ la curva azul
se desplazaria hacia arriba. Por el contrario, si se disminuye el valor de 7', la curva
se desplazaria hacia abajo. El limite superior del desplazamiento se fija en el valor
del 7, cuando no hay degradacion (tres estados-curva naranja), 6,617. Por otro lado,
el limite inferior se establece en el valor del 7, cuando no hay degradacién, pero los
ingresos R, = R, coinciden. Este valor es 6,040 horas. Esta evidencia también puede

ser comprobada con los datos de la Tabla IV y Tabla V.

Intervalo preventivo éptimo, T,

«® 4 estados «®= 3 estados
7.500
7.300
7.100
’g 6.900 ‘ ‘ 6617
9 6.700 |
2 6.500
6.300 ol 6.058
6.100 oo
5.900
0 10 20 30 40 50 60
Transiciones, (m)
Figura 2

Representacion del intervalo preventivo dptimo z,, en cada transicién m. Caso de 3 estados y
4 estados con ' = 4000.

Los tiempos medios de permanencia en cada estado se calculan segun la expresion:
t, = ijlpijrij. En el caso de 7'= 4,000y 7, = 6,040, los valores medios de la estancia
en cada estado (tamafio de la transicion) son los siguientes: S; = 3,722 horas, S, =72
horas, S; = 56 horas, S, = 1,417 horas.

4. Discusion

Las ecuaciones matematicas (36), (31) y (33) encontradas para el intervalo preventivo
6ptimo han sido verificadas por tres métodos distintos. Por un lado, para un determinado

valor de 7z’ se ha calculado el retorno medio acumulado v,(m) para cada transicion m
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y para cada 7. De entre todos los valores de t se ha elegido aquel que maximizaba
el retorno medio acumulado. Este valor siempre coincidia con el valor ofrecido por la
Ec. (36), tanto en el caso complejo como en el caso real.

Por otro lado, se ha hecho coincidir las dos ecuaciones del intervalo preventivo
6ptimo en el caso del modelo de cuatro estados con la ecuacién del modelo de tres
estados (22) y también coinciden las tres ecuaciones.

Finalmente, los resultados obtenidos con el método presentado en el articulo se
han comparado con los obtenidos de la simulacién Monte Carlo. Para ello, se ha
construido un modelo de simulaciéon dindmica mediante simulacidon estocéstica en
tiempo continuo. Definicion de los estados y posibles transiciones, asi como el retorno

asociado a las transiciones y la permanencia en los diferentes estados.

La metodologia utilizada se puede consultar en (35). Se realizan 200 simulaciones
por escenario y seis de los muchos escenarios estudiados se referencian como se
presenta en la Tabla IV (con una variacién de 7’ de 1,000 a 6,000 horas). Cada
simulacién tiene un horizonte temporal de 30.000 horas.

En la Tabla VI se verifican los resultados obtenidos en la Tabla IV. Se puede
comprobar cémo los valores medios de los resultados de sensibilidad se obtienen
muy cerca en la Tabla IV para los retornos después de 10 transiciones.

Table VI. Simulacién Monte Carlo. Valores de v,(10), después de 10 transiciones,

para diferentes valores de 7 y 7.

Tabla 6

Escenario (7" — 1) Count Min Max Mean Median StDev
7'=6,000—7= 6,146 200 $ 34,210 $106,736 $ 75,184 74,397 € 14,517 €
r'=5,000—7= 6,159 200 $ 34,210 $ 93,901 $ 67,427 67537 € 11914 €
r'=4,000-7= 6,164 200 $ 30,568 $ 85,901 $ 60,747 61358 € 11,869 €
7'=3,000-7= 6,115 200 $ 23,716 $ 83,167 $ 55,357 57,067 € 10,806 €
r'=2,000—7= 6,061 200 $19,526 $ 74,191 $ 47,232 48,343 € 10,439 €
7'=1,000—7= 6,042 200 $ 11,526 $ 66,021 $ 39,220 40,429 € 10,627 €

En la Figura 3, se presenta un grafico que contiene los resultados de sensibilidad
para el escenario de 7'=4,000 y 7= 6, 164. La variable representada es retorno medio
acumulado tras 10 transiciones v, (10) y los limites de confianza marcan los percentiles
para el total de 200 simulaciones durante el horizonte de tiempo simulado (30 000
horas). La gréfica de valor medio se incluye en rojo (terminando en 55,357 como se
presenta en la Tabla VI).

En este trabajo se ha calculado el retorno medio acumulado partiendo del estado

operativo, v,(m). De la misma manera se puede calcular el retorno medio acumulado
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Figura 3

Muestra de resultados de sensibilidad para el escenario (z "= 4,000, T = 6, 164). Limites de
confianza en colores, grdfico del valor medio en rojo.

partiendo de los otros tres estados v,(m), v;(m) y vs(m). A partir de esas expresiones
también se puede calcular los intervalos preventivos éptimos para esos puntos de

partida.

5. Conclusiones

La mayoria de los equipos instalados en vehiculos o plantas industriales estan sujetos
a desgaste. El tamafio 6ptimo del intervalo de mantenimiento preventivo es esencial
para minimizar los costes de mantenimiento de un negocio. Para su célculo, uno de
los datos a considerar es el ingreso por hora de funcionamiento. Cuando se produce
una variacién en este valor, el intervalo preventivo éptimo se ve afectado. El ingeniero
responsable del mantenimiento debe detectar este hecho y modificar el intervalo
preventivo.

Este articulo presenta una férmula matematica para encontrar el intervalo preventivo
optimo cuando se produce una degradacidon que afecta a los ingresos o éstos se
modifican como consecuencia del mercado. Se disefia un modelo matematico con
ingresos y costes que aparecen como consecuencia de las estancias y transiciones
en los distintos estados. El retorno medio acumulado es la variable que los contabiliza.
Esta variable depende de las probabilidades de transicion, los tiempos de permanencia
y los retornos de cada estado. Mediante el uso de transformadas z es posible resolver
el sistema de ecuaciones en diferencias que se generan al modelar un sistema de

cuatro estados, operativo, correctivo, preventivo y operativo degradado. El sistema
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evoluciona entre los estados segln una cadena de Markov embebida en un proceso
semi-markoviano.

La expresidn alcanzada para el intervalo preventivo depende del ingreso en estado
degradado R, y de los costes en el estado degradado antes de alcanzar los estados:
correctivo Ry, y preventivo R,;. También depende de la probabilidad de fallo del
sistema cuando se produce la degradacion p;, y de los costes de una averia v,(1) y
de una intervencion preventiva vs(1).

Una vez obtenida la herramienta, se ha aplicado a un caso practico, constatdndose
las siguientes observaciones:

El valor del ingreso R, es un valor importante para el calculo del intervalo pre-
ventivo. Pocos negocios tienen en cuenta este dato al programar sus actividades de

mantenimiento.

Una vez que se detecta la degradacion, se puede seguir utilizando el activo, aunque
es necesario reducir el intervalo preventivo inicialmente establecido.

El valor del nuevo intervalo preventivo 6ptimo se acerca al valor del intervalo
preventivo si el ingreso R; se reduce hasta coincidir con el ingreso del estado
degradado.

El valor del nuevo intervalo preventivo coincidiria con valor del intervalo preventivo
si el ingreso coincide con el ingreso del estado degradado, cuando realizamos un
numero elevado de transiciones, m.

Habitualmente en la ejecucién del mantenimiento no se puede considerar un nimero
elevado de transiciones, por lo que la férmula desarrollada es fundamental, al permitir
calcular el 6ptimo cuando se tiene un nimero pequefio de transiciones.

Esta herramienta es muy facil de aplicar porque es la misma para todos los activos
y sélo requiere dar valores a las variables. Ademads, no requiere modelar uno a uno los
distintos equipos ni buscar una solucién éptima con complejos métodos numéricos.

Para este desarrollo se han utilizado datos econdmicos, pero se podria haber
utilizado alguna otra funcién objetivo relacionada con la disponibilidad, seguridad,

medioambiente, emisiones o consumo de combustible.
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