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El transito vehicular tanto en carreteras como en redes urbanas ha representado un
problema a resolver desde el sequndo cuarto del siglo pasado debido al aumento
del nimero de usuarios. Por esto, resulta sumamente importante crear modelos que
permitan entender los fenémenos de trafico.

En este articulo se presenta como establecer un modelo macroscépico del flujo
vehicular para simular el trafico de forma que se disponga de una herramienta para
la toma de decisiones. Finalmente se muestran los resultados obtenidos al aplicar el
modelo sobre un caso de estudio como es el problema del semaforo.

Flujo vehicular, Modelo Macroscopico, Esquema de Lax-Friedrichs,
Simulaciéon Numérica

Histéricamente, el estudio y modelado del transito vehicular tienen sus origenes en los
afos 30 cuando el investigador norteamericano Bruce Douglas Greenshield’s (Leonard
et al., 1989) aplicé por primera vez métodos fotograficos y matematicos para la medi-
cion de diferentes variables relacionadas con el flujo de transito vehicular y la descrip-
cion de su comportamiento (Greenshields et al., 1934). Fue el mismo Greenshield’s
quien, posteriormente, postulé la existencia de una relacion lineal entre la velocidad y
la densidad del transito (Greenshields et al., 19353).

Afios mas tarde surgieron los primeros planteamientos en la teoria del flujo de
transito vehicular (Lighthill and Whitham, 19553), en los cuales se confirmaron las pos-
tulaciones de Greenshield’s y la existencia de una estrecha relacién entre las variables
fundamentales del flujo de transito vehicular: la velocidad, la densidad y el flujo.

Los modelos macroscépicos consideran que el flujo de vehiculos en la carretera se
comporta de forma similar al que presenta un fluido comprensible, este viene descrito
por variables de caracter macroscépico asociadas al comportamiento colectivo del sis-
tema. Para ello se necesita un nimero grande de vehiculos circulando en la carretera,
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de manera que hablar de variables como la densidad, velocidad promedio v, algunas
otras proporcionan una medida significativa del comportamiento en el flujo. Existen
diferentes tipos de modelos dependiendo del nimero de variables que se usan para
la descripcién del comportamiento del fluido.

Estos modelos son capaces de representar fenémenos colectivos debido a que los
automoviles se consideran como particulas que fluyen a través de una red de conduc-
tos. Dichos fendémenos pueden ser la evolucion de las regiones donde se presentan
los congestionamientos viales, la velocidad de propagacion de las ondas de transito,
la evolucién de la velocidad promedio, entre otras (Prigogine and Herman, 1971).

El primer modelo macroscépico para describir trafico vehicular aparece en 1955,
basado en la dindmica de fluidos es conocido como modelo de Lighthill y Whitham
(Lighthill and Whitham, 1955b), aunque Richards lo desarrolla también de manera inde-
pendiente en 1956 (Doig, 1957). Este es un modelo unidimensional, donde se considera
que ningun vehiculo entra o sale de la via, de manera que se conserva el nimero de
vehiculos.

Los modelos de trafico vehicular parten de una ecuacién de conservacion de la masa,
en nuestro caso de conservacién del nimero de vehiculos.

Considérese la ecuacién de conservacién de masa o ecuaciéon de continuidad para
cualquier problema de flujo en un dominio acotado v fijo V' c RY. Ahora sea p(x,1?) la
densidad en el punto xen el momento . En este caso,

/ p(x,)dVvV
14

es la masa del fluido contenido en Ven el momento . Se supone que la masa contenida
en este volumen cambia sélo por la entrada y salida de material a través de la frontera
dVde V. Sea n el vector normal unitario apuntando hacia el exterior de oV'y v(x,1) la
velocidad de flujo en (x,1). En este caso el caudal o la tasa de flujo del fluido en la
posicion xen el momento restd dado por p(x, t)v(x, r). Obtenemos la siguiente tasa de
cambio de masa en Ven el momento t:

i/p(x,t)de—/ p(x,Hv(x,t) - ndS
dt Jy v
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con el elemento de superficie dS. Esta es la ecuacion de conservacion de la masa en
forma integral. Para convertirla a la forma diferencial utilizaremos el teorema de la
divergencia:

/ p(x,Ho(x,t) - ndS = / V - (p(x, Ho(x, 1))dV
v v

El teorema de la divergencia permite transformar una integral de superficie en una
integral de volumen.

Por lo tanto, mediante esta relacién, se logra escribir la ecuaciéon de conservacion de
la masa en forma integral como:

/ %p(x, HdV + / YV - (p(x, Ho(x, 1)dV =0
14 v

/ (Lox.0+ V- (o, 00t 1) ) V=0
» \or

Dado que el volumen es arbitrario, el integrando debe anularse idénticamente en el
dominio espacial del flujo. Esto implica la siguiente forma diferencial de la ecuacion de
continuidad:

dp _
E‘FV’(PU)—O

0, en una dimension espacial,

dp . d(pv)
—+ =0 1
ot o0x ()

Que es la ecuacion de conservaciéon de la masa en forma diferencial. En términos del
flujo, esta ecuacion puede escribirse como:

dp(x,1)  dq(x,t) _
o ox =0 (2)

2.1. Relacion Velocidad-Densidad

La densidad del trafico y la velocidad del vehiculo estan relacionadas por la ecuacion
de conservacién de vehiculos (1). Debemos elegir la funcion de velocidad para que el
modelo de flujo de trafico sea dependiente de la densidad y la llamaremos v(p). La
eleccion de esta funcién depende del comportamiento que el modelo esté intentando
imitar.

Hay muchos modelos a través de la historia que los investigadores han propuesto
que relacionan la densidad y la velocidad y de como el flujo debe ser dependiente de
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las condiciones de trafico. Uno de estos modelos es el de Greenshield’s (Greenshields
et al., 1935b), que supone una relacion lineal entre la velocidad y la densidad de trafico.

u(p>=Vméx<1— ? > (3)

Pmax

donde V 4 es la velocidad maximay p, 4 la densidad maxima. Cuando la densidad
es cero la velocidad es maxima por lo que los vehiculos se mueven con una velocidad
de flujo libre. La densidad mdaxima es la densidad que se presenta en un congestion-
amiento de trafico (tranque) y la velocidad es cero.

max

e pnm\ P P

Figura 1: Relacién velocidad-densidad y flujo de trafico como funcién de la densidad

La relacién flujo-densidad que se deriva del modelo de Greenshield’s se muestra en
la figura 1 donde se muestra un incremento del flujo a un maximo el cual ocurre en

alguna densidad py luego regresa a cero.

2.2. Modelo de Lighthill-Whitham-Richards (LWR)

El modelo LWR es un modelo macroscopico de trafico unidimensional, donde se consid-
era que ningun vehiculo entra o sale de la carretera, de manera que podemos pensar
que se conserva el nimero de vehiculos. La ley de conservaciéon del trafico en una
dimensioén estd dada por (2)

En esta ecuacién pes la densidad de trafico (usualmente se describe como la can-
tidad de vehiculos que hay en un kilémetro) y ges el flujo que es el producto de la
densidad y velocidad de trafico, es decir, q(x,t) = p(x,t) v(x,t). Ahora combinando el

modelo de Greenshield’s (3) y la ecuacién de continuidad dada por (2)

dp . 9q(p)
— + -
ot o0x

0

Utilizando la regla de la cadena

9q(p) _ dpv(p) dp _ 0 [meéx <1 _p )] op

0x dap dx Odp 0x

Pmax
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Asi obtenemos

aq(p) 2p \ Op
— 4+ V. 1 - —
Sustituyendo (4) en (2) se tiene la ecuacion para el modelo LWR
dp 2p \ Odp
v (1- L=0
ot mex ( pméx) ox (5)

Los esquemas en diferencias finitas consisten en reemplazar las derivadas segun cada
variable dependiente por cocientes en diferencias de los valores evaluados en los
puntos. Para el desarrollo de este trabajo se utilizard un esquema de Lax-Friedrichs:

En este esquema se utiliza una aproximacion con diferencias hacia adelante para las
derivadas temporales y diferencias centrales en las derivadas espaciales,
= - 2L (- 1) (6)
donde j, nson los indices de espacio y tiempo respectivamente. Desafortunadamente,
a pesar de la derivacién bastante natural del esquema (6), sufre de graves problemas
de inestabilidad y es inutil en la practica. Pero, si se reemplaza U por (U}, + U} )/2
entonces el esquema inestable (6) se vuelve estable siempre que At/ Ax sea suficien-
temente pequefio. Entonces (6) toma la siguiente forma
U = Ui Z U, 2AAtx (- 1), )
que lo hace condicionalmente estable y facil de aplicar.

El problema del semaforo que cambia de rojo a verde viene dado por la ecuacién de
Greenshiel’s obtenida en (5) donde la condicién inicial estd dada por (8) y en la posicién
x = 0 hay un semaforo,

Pmx =300, x<O
p(x,0) = (8)

0, x>0

Esta seria la situacién donde el trafico esta alineado detrds de un semaforo en rojo.
Obsérvese que la condicién inicial es una funcion discontinua. A la posicién del sema-
foro se le llama x = o. La densidad méaxima es p = p 4 detras del semaforo (x < 0) y
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sin coches (p = o) por delante de la luz (x > 0). Supongamos ahora que la luz cambia a
verde en 7 = 0, ;Cudl es la evolucion de la funcion de densidad p? En primer lugar, es
facil dibujar las caracteristicas, como se dibujan en la figura 2 donde:

- Para x > o, las caracteristicas son lineas rectas con pendiente ¢’(0) = V 4 . En

madx”

cada una de estas lineas, el valor de la densidad permanece cero.

- Para x < o, las caracteristicas son lineas rectas con pendiente q'(pma'x) ==V 4.

se mueve hacia atras. En cada una de estas lineas, el valor de la densidad per-
manece p

,
mdx®

B — : Vnase
pendiente: — Vmax ta pendiente: “max

P = Pmaz //// 0
&I

0

Figura 2: Curvas Caracteristicas.

De estos dos conjuntos de caracteristicas, se puede concluir que la funcién de den-
sidad p(x,r) se comporta como sigue,

Pmaxs X < —Viaxt
px,1) = (9)

0, X > Vméxt'

En otras palabras, la region de maxima densidad p, 5 se mueve hacia atras con veloci-
dad -V 4 .Y laregion de densidad cero, se mueve hacia adelante con velocidad V4 .

Obsérvese, sin embargo, que la discontinuidad en la funcién de densidad inicial en
x = 0 produce un abanico entre las dos regiones de densidad positiva y cero. Hasta el
momento, no se tiene informacion sobre el comportamiento de la funcién de densidad
p(x,1) en esta region, es decir, =V s t<x <V 4 1.
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Una manera de resolver este problema es introducir un conjunto de “caracteristicas
en forma de abanico” que emanan de x, = o, el punto de discontinuidad. Como antes,
estas caracteristicas seran lineas de la forma

(10)

Estas caracteristicas de tipo abanico, como muestra la figura 3 realizaran una interpo-

x(1) =xo+q (p)t =4'(p)t,

lacién de la funcién p(x, ) = o en la regién tipo abanico.

pendiente: — Vmax i4 pendiente: Ymax

v/

Figura 3: Curvas Caracteristicas ampliada.

La naturaleza exacta de la interpolacion puede determinarse como sigue.

2p

x =q'(p)t = Vinsx (1_ )t’ 0 < p < pmsx

Pmax

Ahora se re-ordena esta ecuacién con el objetivo de expresar pen funcién de xy t:

i
Vméxt

Por lo tanto, podemos concluir que Ia funcién de densidad p se comporta de la siguiente

1
p(x, 1) = Epméx [1 -

manera,
Pmax> X < =Viaxt
p(-x7 t) =19 1
5 Pmax [1 - Vr:a'x’] s —Vinaxt £ x < Vipaxt
k0, x> Vméxt'

A continuacion, se compara los resultados del modelo con la solucién exacta. En la
Figura 4 se puede observar la solucién numérica y la solucion tedrica, de esto se puede
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concluir que la solucién obtenida por el método LWR y el esquema de diferencias finitas
converge a la solucion tedrica obtenida por el método de las caracteristicas.

Con este método podremos simular en un siguiente estudio el comportamiento del
flujo vehicular de una carretera como la via Cincuentenario de forma que se tenga
una herramienta barata para la toma de decisiones como podria ser ampliar un carril
o modificar la infraestructura existente.

Xt
350 - p(x,t)

Sol. Numerica
Sol. Exacta

300

250

200

2150 +

100

50

50 L L | L : 1 1 L i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 4: Aproximacion numeérica en t = 0,02.
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